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선형회귀분석
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회귀분석이란?

영국의유전학자프란시스골턴(F. Galton, 1889)에의해소개된것으로사람의키에관한유전연구를통해회귀(回歸, 
regression)라는생각을발전시킴
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Galton의연구

부모의키가크면자녀의키도

크지만, 자녀의키는평균키로

회귀함

Regression 용어
사용

자녀의키

부모의평균키
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회귀분석명칭의유래

• 아버지의 키 그룹별로 대응되는 아들 그룹의 평균 키를 표시하고, 이러한 관계를 잘 나타낼 수 있는 직선을 표현
• K. Pearson(1903)은아버지의 키(x)와 아들의 키(y)에 관한 기록을 수집하여 일차함수 관계식을 얻음
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K. Pearson (1903) :
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 자연현상이나사회현상들은관련된여러변수들의상호작용에의해발생

과학은현상들을이해하고규명하고자하는것이고통계학은방법을제시(통계학은과학의문법이다.)

 현상들이어떤변수들의관계에의해나타날때그관계를수학적으로설명하기위해서사용되는방법

종속변수 (𝒚)

 반응(Response) 변수

 독립변수들에의해설명되는변수

독립변수 (𝓧𝒊)

 설명(Explanatory) 변수

 설명에이용되는변수

자녀의키 =  𝛽0 +  𝛽1 * 부모의키 +  𝛽2 * 환경적인요인 + 𝜺

회귀분석이란?

회귀모형예시
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자녀의키 =  𝜷𝟎 +  𝜷𝟏 * 부모의키 +  𝜷𝟐 * 환경적인요인 + 𝜺

절편항 𝜷𝟎

 독립변수가모두 0 일때의

종속변수의값

 독립변수에영향을받지않는

값

 독립변수(𝒙𝒊) 가 1단위증가할

때마다증가하는

종속변수(𝒚)의 양

기울기 𝜷𝒊

 회귀식과실제종속변수와의

차이

오차항 𝜺

종속변수가독립변수들에의해어떻게설명되는지를분석하는통계적기법

회귀분석이란?

회귀모형예시
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변수들간의관계를나타내는수학적모형

결정적모형(Deterministic Model)

변수들간의관계가오차(error)가존재하지않는정확한수학적함수관계로설정된모형

물리법칙등

통계적모형(Statistical Model)

변수들간의관계에오차를허용하는모델

① 변수들의값을관측하는경우측정오차발생

② 변수들간의관계가정확하게알려져있지않거나또는알려져있다하더라도복잡한형태로주어지는경우근사적모형을사

용한다.

③ 모든변수들을모형에포함시켜분석하는 것은어려우므로특정변수이외의영향인자들은오차항에포함시킨다.
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회귀분석을하는목적

회귀분석을하는목적은다음 3가지정도로정리해볼수있다.

① 변수들간에성립하는정확한회귀모형의구축(model building)

모형의구축에서는독립변수들의 선택과회귀식의 형태가관심의대상

② 모형에포함된모수들의추정(parameter estimation)

모수의추정에서는추정방법과추정값의통계적유의성여부가중요

③ 추정된모형을이용한예측(prediction)

예측을목적으로하는경우에는추정된회귀모형의 예측정확도를 조사할필요가있다.
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 정의

독립변수가한개인선형모형의분석기법

회귀식이모수들의일차식으로표현됨

 기본식

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝜀

𝛽0 : 절편(intercept),  𝛽1 : 기울기(slope)
Y절편: 𝛽0

오차항 : 𝜀

직선의 기울기 :𝛽1

종속변수가독립변수들에의해어떻게설명되는지를분석하는통계적기법

단순선형회귀모형

단순선형회귀모형
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𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝜀

 회귀계수 𝛽0와 𝛽1 을추정하기위해서는종속변수 Y와독립변수 X의관측값의표본이필요

 이들관측값들은일반적으로모두일직선상에위치하지않는다.

Y와 X가선형의관계를가지고있다하더라도관측값에는측정오차가있을수있고,

실제 Y와 X 가정확하게선형관계를형성하지않을수도있기때문

 𝜀𝑖는평균이 0이고분산이 𝜎2인오차를나타내는확률변수로관측값 𝑌𝑖가모집단회귀식에서 𝜀𝑖 만큼떨어져

있다는것을의미

종속변수가독립변수들에의해어떻게설명되는지를분석하는통계적기법

단순선형회귀모형

단순선형회귀모형
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단순선형회귀모형

## 예제데이터
# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

x <- c(11, 19, 23, 26, 56, 62, 29, 30, 38, 39, 46, 49)
y <- c(23, 32, 36, 46, 93, 99, 49, 50, 65, 70, 71, 89)

plot(y~x, xlab="adver", ylab="sales")

R CODE R OUTPUT
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 독립성

오차항들은서로독립적이어야함

 정규성

오차항의분포는평균이 0인정규분포임

 등분산성

오차항의분산이일정해야함

 오차항 (𝜀)

회귀선과실제값의차이를의미하며이러한

오차들이모여분포를이루게됨

회귀분석을위해서는기본적인가정이필요하다.

회귀분석의기본가정
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명칭 모형 특징

단순선형회귀분석 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝒙𝟏+ 𝜖 독립변수가한개인경우

다중회귀분석 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝒙𝟏+ … + 𝛽2𝒙𝒑 + 𝜖 독립변수가두개이상인경우

다항회귀분석
𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1+ 𝛽2𝑥2 + … +

𝛽12 𝒙𝟏 𝒙𝟐 + 𝛾1𝒙𝟏
𝟐 + … + 𝜖

독립변수들사이의 교차영향이나제곱영향을
고려하는경우

다변량회귀분석
𝑦𝟏 = 𝛽10 + 𝛽11𝒙𝟏+ … + 𝛽1𝑝 𝒙𝒑 + 𝜖

𝑦𝟐 = 𝛽20 + 𝛽21𝒙𝟏+ … + 𝛽2𝑝 𝒙𝒑 + 𝜖
종속변수들간의상관관계가 있을경우

종속변수가독립변수들에의해어떻게설명되는지를분석하는통계적기법

회귀분석모형의종류
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구분 단순 회귀분석 모형 다중 회귀분석 모형

회귀식 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝒳 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝒳1+ 𝛽2𝒳2 + …+ 𝛽𝑝𝒳𝑝

오차 제곱 합 (S) 𝑆 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥𝑖)
2 𝑆 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥𝑖1 −⋯− 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝)
2

최소 제곱 방정식 ො𝑦 = ෢𝛽0 +෢𝛽1𝑥 ො𝑦 = ෢𝛽0 +෢𝛽1𝑥1 +⋯+ ෢𝛽𝑝𝑥𝑝

 개념

회귀계수 𝛽는미지의모수이므로표본 (𝑋𝑖 , 𝑌𝑖)을이용하여 𝛽를추정한다는것은미지의직선식을적합하는것

근사적으로구한추정값과실제값의차(오차)의제곱합(S)을최소로하는 𝛽를추정

모든점에서잔차값을최소화할수는없고잔차의크기를전체적으로작게하는방법을선택(최소제곱법)

 최소제곱방정식

회귀계수의추정

회귀분석에서회귀계수는최소제곱적합법에의해추정한다.

최소제곱적합법 (LSE, Least Square Estimation)
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 광고비(x)와매출액(y)을 이용한선형회귀분석시행

ො𝑦 = 3 + 1.5𝑥

෢𝛽0 = 3 : 광고비가 0 일때매출추정값

෢𝛽1 = 1.5 : 광고비가 1 증가할때매출액은 1.5 증가

예측 : 광고비를 10만큼투자하고자할때예상매출액은?

: 3 + 1.5×10 = 18 

광고비 10 증가하면 매출액은 15만큼

증가될 것이라 예측

회귀모형을이용한예측방법

회귀분석에서회귀계수는최소제곱적합법에의해추정한다.

회귀계수해석및예측예시
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(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

(𝑥𝑖 , ෝ𝑦𝑖)

𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖 : 오차
𝑦𝑖 − ത𝑦 : 편차

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥

𝑦

𝑥

ത𝑦

𝑥𝑖

(𝑥𝑖 , ത𝑦)

회귀모형의해석

추정된회귀식은결정계수, 분산분석표를활용하여해석한다.

편차와오차
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෍

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − ഥ𝑦𝑖)
2 = ෍

𝑖=1

𝑛

( ො𝑦𝑖 − ഥ𝑦𝑖)
2 + ෍

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖)
2

총제곱합 (TSS)
Total sum of squares

 종속변수값의총변동

 종속변수의산포를나타내는값

 총변동중에서회귀식에의해

설명되는변동

회귀제곱합 (SSR)
Sum of squares for regression

 총변동중에서오차에의해서

생기는변동

오차제곱합 (SSE)
Sum of squares for residual

회귀모형의해석

추정된회귀식은결정계수, 분산분석표를활용하여해석한다.

제곱합(Sum of Square)의분할
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𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

𝑆𝑆𝐸

𝑇𝑆𝑆

결정계수

 회귀식의적합도(Goodness of fit)를측정하는한가지척도

 전체제곱합중에서회귀제곱합이차지하는비율

 종속변수의총변동을회귀식이얼마나설명하는가를 나타냄

회귀모형의해석

추정된회귀식은결정계수, 분산분석표를활용하여해석한다.

결정계수 (R-Square)
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회귀모형의해석

분산분석표(ANOVA Table)

추정된회귀식은결정계수, 분산분석표를활용하여해석한다.

 분산비 F값의유의확률(p-value)을 통해회귀식의유의

성검정가능

 𝐻0 ∶ 𝛽1 = 0

 𝐻1 ∶ 𝛽1 ≠ 0

- p-value < 0.05이면 귀무가설기각

요인 제곱합 자유도 평균제곱 분산비

회귀 SSR p MSR=SSR/p

𝐹0=MSR/MSE
(p-value)오차 SSE n-p-1

MSE=SSE/(n-p-
1)

전체 TSS n-1

 회귀식의유의성(F-검정, ①)

- 유의수준: 0.05일 경우, p-value가 유의수준보다작으

므로귀무가설을기각함(대립가설 채택)

 회귀식의설명력(결정계수, ②)

- 종속변수의 변동중 97.9%가 회귀식에의해설명됨

Root MSE = 3.834 R-Sq = 97.9%     R-Sq(adj) = 97.6%

Analysis of Variance

Source           DF          SS          MS         F        P
Model             1      6695.3      6695.3    455.54    0.000
Error             10       147.0        14.7
Total             11      6842.2

②

①

모형의해석
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회귀모형의해석

F-검정

추정된회귀식은결정계수, 분산분석표를활용하여해석한다.

 F-비가자유도가 1과 (n-2)인 F 분포에서의상위 𝛼분위

수보다크면, 즉,

𝐹0 > 𝐹 𝛼; 1, 𝑛 − 2

 이면가설 𝐻0 ∶ 𝛽1 = 0을유의수준 α 하에서기각

 가설 H0 ∶ 𝛽1 = 0가성립하는경우,

 종속변수 Y와독립변수 X 가서로관련성이없다는것을의

미

 이가설을기각하는경우에는독립변수 X가종속변수 Y에

대해통계적으로유의한영향을준다고해석

모형해석의유의할점

 𝐻1 ∶ 𝛽1 ≠ 0 을채택하는결론은단지두변수간에선형관계

가존재한다는것만을나타낼뿐추정된회귀직선이유용하

다는직접적인의미가아니다.

 𝛽1 = 0 인경우회귀직선의적합도가높을가능성은있지

만다른중요한독립변수가분석에포함되지않았다든지

 또는잘못된모형설정으로인하여적합도가낮을수있기

때문이다.

 회귀모형의유용성에대한결론은 F-검정의결과, 결정계수와

잔차표준오차등을종합적으로참조해야한다.
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회귀모형의해석실습

# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

# (1) 분산분석표를작성하고 F-검정을실시

adsales.lm <- lm(y ~ x)
anova(adsales.lm)

R CODE 결과해석

 SSE에대한정보는

‘Residuals’ 행에나와있다. 자유도는 10이고 SSE는

147.0 이다.

 SSR에대한정보는

‘X’ 행에나와있다. 자유도는 1이고 SSR은 6695.3 이다.

 𝐹0 = 455.54

 F(0.05, 1, 10) = 4.96 보다크므로유의수준 𝛼=0.05 에서 𝐻0 ∶

𝛽1 = 0을기각

 F-비에대한해석은, 설명된변동의크기가설명되지않은변

동의크기의약 455배가된다는것이다.

 즉, 독립변수가종속변수의 변동을충분히설명하므로회귀식

에독립변수를포함시키는 것이타당하다는 결론을도출
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회귀모형의해석실습

# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

# (2) 결정계수계산

summary(adsales.lm)

R CODE 결과해석

 Residual standard error 에표시된

3.834 가잔차표준오차 값

 Multiple R-squared 에표시된

0.9785 값이결정계수 𝑅2 의값

 이는종속변수의 12개관측값이갖는총변동의 97.85% 를하

나의독립변수로를 사용한회귀식으로설명할수있다는것을

의미하므로이회귀식은상당히유용하다는 것을알수있다.

 F-statistic은분산분석표의 F-검정결과
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회귀계수에대한검정

결과해석에앞서종속변수에대한독립변수의유의성검토를위해필요한단계

기울기 𝛽에대한검정을통하여회귀분석모형에서추정된회귀계수를검정

단순선형회귀모형 다중회귀모형

 독립변수 x가종속변수 y에유의한영향을미치는가?

 𝐻0 ∶ 𝛽 = 0(유의한영향을미치지않음)

 𝐻1 ∶ 𝛽 ≠ 0(유의한영향을미침)

 검정통계량

(귀무가설하에서자유도 n-2인 t-분포를따름)

𝑡 =
𝑏

𝑆𝐸 𝑏

여기서, 표준오차

𝑆𝐸 𝑏 = (𝑋′𝑋)−1 ⋅ 𝑀𝑆𝐸

 단순회귀분석모형에서와 유사하게 t 통계량을이용하여수행

 𝐻0 ∶ 𝛽𝑖 = 𝛽𝑖0 많은경우, 𝛽𝑖0 = 0

 𝐻1 ∶ 𝛽 ≠ 𝛽𝑖0

 검정통계량

(귀무가설하에서자유도 n-p-1인 t-분포를따름)

𝑡 =
𝑏𝑖 − 𝛽𝑖0
𝑆𝐸 𝑏𝑖

 편상관계수(Partial correlation coefficient)

- 회귀계수𝛽𝑖는독립변수 𝑥𝑖를제외한다른 독립변수의값이

동일할때, 𝑥의증가분대비 종속변수 𝑦의증가분을의미함

- 즉, 어떤독립변수들을함께고려하는가에따라결과가달라

질수있음
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회귀모형의검정실습

# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

# 광고비(x)의 검정

summary(adsales.lm)

R CODE 결과해석

 ෢𝛽0 = 3.28480 , ෢𝛽1 = 1.59716이며, 

 표준오차 SE(෢𝛽0) = 2.88935 , SE(෢𝛽1) = 0.07483

 가설검정

 𝐻0 ∶ 𝛽1 = 0

 𝐻1 ∶ 𝛽1 ≠ 0

 검정통계량 𝑡 =
෢𝛽1 − 𝛽1

𝑆𝐸(෢𝛽1)

 𝑡 =
1.59716 −0

0.07483
= 21.343

 이값의의미는 𝛽1과 0의차이가오차의약 21배라는것으로

그차이가매우크다는것을알수있다.

 실제이값에대한 p-value 는 1.14 × 10−9 보다작으므로 귀

무가설 𝐻0 를기각
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회귀모형의검정실습

# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

# 광고비(x)의 검정

summary(adsales.lm)

R CODE 결과해석

 ෢𝛽0 = 3.28480 , ෢𝛽1 = 1.59716이며, 

 표준오차 SE(෢𝛽0) = 2.88935 , SE(෢𝛽1) = 0.07483

 가설검정

 𝐻0 ∶ 𝛽0 = 0

 𝐻1 ∶ 𝛽0 ≠ 0

 검정통계량 𝑡 =
෢𝛽0 − 𝛽0

𝑆𝐸(෢𝛽0)

 𝑡 =
3.28480 −0

2.88935
= 1.137

 p-value는 0.282 로유의수준 𝛼 = 0.05 보다크므로귀무가

설을기각할수없다. 

 실제이값에대한 p-value 는 1.14 × 10−9 보다작으므로 귀

무가설 𝐻0 를채택 (𝛽0 = 0 )

 t(0.025, 10)= 2.228 임을이용하여 𝛽0 에대한 95% 신뢰구

간을구해보자.

- 3.28480 ± 2.228 × 2.88935 = −3.15267, 9.72227

- 신뢰구간이 0을포함하고있으므로 𝐻0 를채택
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 모형설정

선형모형 : 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑝𝑖 + 𝜀𝑖 의형태

 𝜀𝑖~𝑁(0, 𝜎
2)을 가정

: 오차항에등분산성, 정규성, 독립성을가정

실제오차항은관측할수없으므로 𝜀𝑖 와비슷할것으로

생각되는잔차 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖로가정들을검토

 오차항에대한검토

등분산성검토 : 잔차산점도이용, Breusch- Pagan 검정

정규성검토 : 정규확률그림, Jarque-Bera 검정

독립성검토 : Durbin-Watson 검정

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

오차항의가정
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 가장 이상적인 잔차 산점도

 잔차가 0에 대해 대칭이고 (평균 0)

 랜덤하게 흩어져 있으며 (독립성)

 분산이 일정 (등분산성)

 추정값이 증가함에 따라 잔차의 산포 증가

 등분산 가정에 위배

 변수 변환이나 가중 최소 제곱법 등을 이용하여 해결

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

잔차산점도
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 잔차가 이차원 곡선의 형태를 보이고 있음

 비선형회귀를 고려하거나 변환을 통해 해결

 잔차의 형태가 0을 기준으로 양, 음의 값으로 번갈아

나타나고 있음

 자기상관관계를 보임

 독립성에 위배됨

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

잔차산점도
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 Q-Q plot 그리기

1) 𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛의표본평균이 0, 표본분산이 1이되도록표준화하여 𝑒1′,⋯ , 𝑒𝑛′을얻음

2) 𝑒1′, ⋯ , 𝑒𝑛′을작은순서대로배열하고이를 𝑒(1)′, ⋯ , 𝑒(𝑛)′이라고정의

3) 만약 𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛 이정규분포를따랐다면예를들어 𝑛이 4인경우 𝑍~𝑁 0,1 일때, 

𝑃 𝑍 ≤ 𝑒 1
′ ≈ 0.2,⋯ , 𝑃 𝑍 ≤ 𝑒 4

′ ≈ 0.8일것임

따라서 (𝑃 𝑍 ≤ 𝑒 1
′ , 0.2),⋯ ,(𝑃 𝑍 ≤ 𝑒 4

′ , 0.8)를 좌표평면에 y=x 직선에가까우면정규성을가정할수있음

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

정규성 : 정규확률그림(Q-Q plot)
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 정규성검정

정규확률도표는정규성을평가하는하나의방편으로절대적인기준은아님

잔차의히스토그램이나점도표를그려서정규성문제를검토하기도함

정규성을검정하는방법

: Shapiro-Wilk test, Anderson-darling test, Kolmogorov-Smirnov test 등

 정규성가정을충족하지못할때

정규성가정을충족하지못한경우변수변환등을통해해결하는방안을고려해볼수있음

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

정규성 : 정규확률그림(Q-Q plot)
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D =
σ𝑖=2
𝑛 𝑒𝑖 − 𝑒𝑖−1

2

σ𝑖=1
𝑛 𝑒𝑖

2

 성질

 D는 0~4 사이의값

: D=4에가까울수록음의자기상관

: D=0에가까울수록양의자기상관

: D=2에가까울수록독립성

 Durbin-Watson 검정통계량

 회귀분석에서오차항의자기상관성여부를대수적

방법으로검정하기위해사용되는방법

 1차의자기상관계열가정

 제한성

 1차자기상관관계열을 가정하기때문에오차항의시간

종속성이 2차이상인경우에는유용한정보를제공한다고

할수없음

잔차분석

회귀모형의 3가지가정을확인하기위해서는잔차분석이필요하다.

독립성 : Durbin-Watson 검정
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잔차분석실습

# 유사한제품을생산하는 12개기업에대해
# 1년광고비(독립변수, x)와매출액(종속변수, y)

# 표준화잔차들의산점도와정규확률도

par(mfrow=c(2,2))
plot(adsales.lm)

R CODE
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잔차분석실습

(1) 등분산성검정

 상단왼쪽의그래프는 ‘잔차대적합값’의산점도

 하단왼쪽의그래프는 ‘표준화잔차의절대값의재곱근대적

합값＇의산점도

 자료들에대한평활곡선이함께표시됨

 잔차의절대값이큰 2개의자료 (10, 12 번)에번호가병기

# 잔차

resid(adsales.lm)

# 표준화잔차

rstandard(adsales.lm)

결과해석 결과해석

(2) 정규성검정

 정규성검정을위해서는상단오른쪽의정규확률도를이용

 점들이직선에서약간벗어나있어정규성을완전히만족한

다고볼수는없으나, 이정도의편차는허용되어도무방

 히스토그램, 상자그림등을이용하여자료의비대칭성등을

확인
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잔차분석실습

(3) 독립성검정

library(car)

durbinWatsonTest(adsales.lm)

 DW 통계량값이 2에가까울수록오차항은독립이다.

 분석결과잔차에는순차상관관계가있다는증거는없다

(p-value = 0.558)

결과해석 결과해석
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End of Document


